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S U M M A R Y  
The method of matched asymptotic expansions is used here to analyse unsteady free convection of a fluid 
in the vicinity of a flat wall induced by a temperature difference between the wall and the fluid. 

This analysis allows one to obtain in a rational manner an asymptotic model for the free convection in 
the atmosphere. 

We start from the complete Navier-Stokes equations for a heavy, compressible viscous fluid in rotation, 
and the corresponding initial and boundary conditions. 

With a proper choice of non-dimensional quantities, the Navier-Stokes equations depend, in particular, 
on the Grashof (Gr), Strouhal (S) and Rossby (Ro) numbers. The boundary condition for the 
temperature on the wall include the parameter To (similar to the Eckert number). It is assumed that 7o 
and eo -~ Gr- 1/2 are simultaneously very small (as indeed is the case for atmospheric problems) and satisfy 
the similarity relation 7o = e L, with v > 0 a real number to be determined. Two types of inner degeneracies 
occur corresponding to the values v = 1 and v = Z/s; the former yield linear equations and the latter, 
under the assumptions S = ~.oe~/5 and Ro = 27oe~- t / 5, yield non linear equations. The two outer degeneracies 
give the trivial zero solution which determine the behaviour of the inner asymptotic representations far from 
the wall. 

It is of interest to note that this method allows one to determine the exact form of the inner and outer 
asymptotic representations and leaves the opportunity, if necessary, of going beyond the limiting equations 
obtained here. 

Lastly, the asymptotic theory presented here, permits one, to obtain not only the classical free atmospheric 
convection equations but also to define the limits of validity of the approximations through which the 
equations are obtained. 

1. Introduction 

On consid~re,  pou r  un fluide pesan t  compress ible ,  suppos6 atre un gaz par fa i t  ~t chaleurs 

sp6cifiques Cp et Co constantes  (7 = Cp/Cv, R =- Cp(7 - 1)/~), le probl~me classique de 

la convect ion  l ibre ins ta t ionna i re  au  vois inage d ' une  pa ro i  p lane r igide fixe, p rovenan t  

d ' une  diff6rence de temp6ra ture  paroi-f luide [1]. 

Le rep~re de t rava i l  Oxyz est li6 au p lan  no rma l  ~t la force de la pesanteur  g, les axes 

0x, 0y et  0z 6tant  orient6s Est, N o r d  et Zen i th ;  u, v, w d6signent les composan tes  de la 

vitesse, p la pression,  p la masse volumique,  T la temp6ra ture ,  Po = Cons t  le coefficient 

de viscosit6 (on fa i t  l 'hypoth~se  usuelle de Stokes)  et k o = Cons t  le coefficient de con- 

duct ion.  Enfin, on p rend  en compte  la force de Cor iol is  en supposan t  que le param~tre ,  

lo = 2f2o sin 0o est cons tan t  (f2 o est la vitesse angula i re  de ro ta t ion  de la Terre  et 00 la 
lat i tude).  
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La convection libre instationnaire a lieu dans l'espace-temps 

E 4"{t* => 0, -cx~ < x , y >  +cz), z=> 0}; 

sur la paroi z = 0 on s'impose un champ thermique: 

T =  T ~ -k ATo6)(t*, x, y), (1) 

lorsque, t* > 0 et x, y ~ D*, off D~ est un domaine bornd du plan z = O, ainsi que la 
condition d'adhdrence: 

u = v = w = 0. (2) 

Pour t* = 0 et ~ l'infini on admet que: 

u = v = w = O ,  T =  T*(z), p = p * ( z ) ,  p = p * ( z ) ,  (3) 

ofa T*, p*  et p*  satisfont aux relations: 

ap* 2 �9 d T~ dT* o 
- -  Rp oo T~, dz z dz dz + p * 9 = O '  p * =  * * - -  = 0 = ~  = F |  (4) 

Naturellement, on a les conditions de compatibilitd: 

0(0, x, y) = 0, T ~ = T*(0), pO _=. p*~(0), pO = p~(0). (5) 

2. Probl~me rdduit 

On consid6re les 6quations de Navier-Stokes compl6tes dans lesquelles on pose, tout 

d 'abord [2], [3], 

p = p*(1 + n), p = p*(1 + co), r = T*(1 + 0). (6) 

Puis on ddfinit une vitesse caractdristique [1]: 

( A To '~  
Uo = \ 9 L o  T ~ ] ' (7) 

avec L o, une 6chelle de longueur caractdristique li6e au domaine D* et on ddsigne par to 
le laps de temps caractdristique du ph6nom6ne de convection consid6rd. 

Si l 'on introduit alors les variables et fonctions sans dimensions: 

t* x y z 
t ~ - - ~  X 1 ~ - - ~  X 2 - -  ~ X 3  "~" 

to Lo Lo 

~l v w 
v 2  = - -  v 3  = - - ,  ( 8 )  

v , -  Uo Uo Uo 

T* p*  p* 
Too = - ~ o ,  Poo p O ,  P oo pO 

on obtient dans les variables r6duites, t, x,, pour les fonctions r6duites, v~, zc, o9 et 0 les 
6quations r6duites suivantes [4]: 

~r = co + 0 + coO; (9a) 
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0co 0co ( <  ) 
sa-s- + ~&--7 +(l+co)\&k+ ~- v~ =0; 0b) 

(1 +co) S - ~ - + v  k ~  + ~-o  [ ( e - 2 ) ( v 2 - t g ~ k ~  + ( e -  1)vl] 

T~ &c Gr -~ ~OZv~ 1 O (~vk~ ~ 
Bo% Ox= + --Poo "(~ + -~ -~X= \ CtXk,] J -  , (0~ = 1, 2); (9C) 

Ov 3 
(1+o9)  S ~ - + v  k 

OVa tg tpot ) 

Oxk Ro vl 

T.  07z 1 +co Gr-{ ~ O2v3 1 O ( Ovk ~ ~ 

Bozo Ox3 + - - 0 +  + - - - -  - -  ; Co p~ [~X2k 3 Oxa \ aXk ]J (9d) 

00 00 ? 1 _ _  
(1 +co) S~7- " +vk - + ( 1  +~)~/o 

Gr -�89 f Ozo A o O0 T -  1 Pr Boz o 
- P rp~  ~.0--~k--2 T~ 0x3 + T T~ ~ j ,  (9e) 

off 

%(ov, <? 
c~ = 2 \ Ox k + Ox, ,/ - 3 - \  8x--TJ ' (i, k = 1, 2, 3). 

Au syst6me r6duit (9) il faut associer les conditions aux limites et initiales suivantes: 

xa = 0 : 0  = coO(t, xl, x2), 

t = 0 et ~t l'infini: 

t > 0, Xl ,  X 2 c= D2 ,  v k : 0;  (10a)  

v k = O, rc = 0 = co = 0. (10b) 

Dans le probl6me r6duit (9)-(10) s'introduisent les param6tres sans-dimensions: 

Ao o o = Lo/(T~/F.); Bo = Lo/(RT~ S = Lo/(toUo); 

Uo . a L ~ %  e r  #oC, (11) 
R o -  loLo G r -  o 2 o ;  - ' (Vo/Poo) To~ ko 

T - 1  aTo 
--  _ _ B  o - A  o; C o = ~ .  ,lo ~' TO 

3.  S truc ture  a s y m p t o t i q u e  du prob l~me  r6duit  

Nous voulons maintenant analyser la structure asymptotique de la convection libre insta- 
tionnaire au voisinage du plan x 3 = 0, lorsque % est tr~s petit et Gr est tr6s grand: 

(#~176176 ~ ATo "~ T ~ (12) 
RBo 
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De mani6re pr6cise, on admet que, z o et e o = Gr -~ sont simultandment trks petits; mais 
il faut [es comparer et l' analyse qui suit suppose que: 

(13) "CO = ~0~ 

avec v > 0, un nombre r6el 5 d&erminer. 
Comme dans le cas classique des &oulements ~t grand nombre de Reynolds il faut 

rechercher deuxre pr6sentations asymptotiques diff6rentes (valables dans des domaines 
distincts de E 4) et associ6es ~t des d6g6n6rescences significatives [5] du probl~me r6duit 
(9)-(10). 

Pour cela consid6rons la d6g6n6rescences associde au changement d'6chelle 

x 3 = e ~  3 (14) 

et ~t la repr6sentation asyrnptotique 

v~=~o#a+ ... .  v 2 = @ 7 + . . . ,  v 3 = e ~ + . . . ,  
(15) 

= ~ ; 5 + . . . ,  0 =~o~ ... .  o9=~o0,5+. . . ,  

les autres variables t, xl, x2 &ant inchang6es. Les nombres ct, fl, ~, tret ~ sont des r6els _> 0 
d&erminer de telle fagon que la d6g6n6rescence consid6r6e soit significative. 

3.1. Premikre d@dndrescence int&ieure (lindaire) 

Plagons-nous dans le cas de a > 0 et supposons que les param6tres B o, S, Ro, 11o et Pr 
sont de l'ordre de l'unit& Sous ces hypoth6ses on obtient une premi6re d6g6n6rescence 
(int6rieure) significative si: 

~=v=~0, a=v+n, ~,-/~=~=�89 ~=/~, 

ce qui donne 

~ = f l = � 8 9  7 = ~ , = v = l  et a = ~ .  (16) 

On obtient alors les 6quations lin6aires suivantes, pour 3, ~7, if, if, 0, et (5, 

= - 0 ;  l x-- + ex2-=-- + 023 

83 1 1 ~3ff 
S ~ = - -  + - -  

Ot Ro B o Oxl 

t?~5 1 1 e~ 
S - - + - - ~ 7 =  - - + - -  

3t Ro Bo OX2 

t~ O0 1 
8:~3 - B ~  S ~ - + q o # =  Pr 

= O; 

82t~. 

0~ ' 

t~2q~ �9 

e~z~ ' 

t32~ " 

(17) 

3.2. Seconde ddgdndrescence intdrieure (non lindaire) 

Conservons l'hypoth6se que a > 0, mais supposons maintenant que les param&res S et 
Ro-1 tendent vers z6ro, avec eo ~ 0; de mani6re pr6cise supposons que: 

Journal of Engineering Math., Vol. 11 (1977) 241-247 



Convection libre atmosph&ique 245 

S = 2oe~'o et Ro = Soeo x, (18) 

avec 7 ~ et Z des r6els > 0 ~t d&erminer. 
Dans ce cas, on peut se convaincre que la d6g6n6rescence (int6rieure) est significative, 

que si l 'on a les  conditions 

d'oia il d6coule que 

~ ' = z = / ~ = } ,  ~ = v = O = ~ ,  ~=~, ~=~.  

On obtient ainsi les 6quations non lin~aires: 

,~ = -0; ~x--7 + ~ + ~--7 = o; 

1 - 20~ = / ~ ,  

2 ~ 1 6 3  ~ o ~ = - B o  ~x-7 + ~--7; 

2 ~  ~= ~o Ox~ + ox--~-~" 

O~ O0 O0 O0 O0 1 ~z6 
- BoO; 40 + ~ - -  + ~ - - -  + # + ,o ~ = T( 0~-~ oxl Pr 

(19) 

( 2 0 )  

La paroi 23 = 0 &ant dans le domaine de validit6 des d6g6n6rescences int6rieures nous 
devons associer aux syst~mes limites int6rieures (17) et (20) les conditions suivantes: 

x 3 = 0 :  0 = O ( t , x  1,x2), t > 0 ,  Xl, X z C D a ,  t ~ = ~ = # = 0 ;  (21a) 

t = O :  ~ = ~ = 0 = ~ = 0 ;  (21b) 

I x d  -+ ~, Ix21 --, oo :  ~ = ~ = ~ = 0 = ,5 = ~ --, 0 .  (21c) 

3.3. Ddgdn&escences ext&ieures 

Consid6rons maintenant le cas o~h a = 0. On constate alors que aussi bien le choix: 

p=�89 ~ = 0 = v = ~ ,  ~=-~, 

avec S et Ro de l 'ordre de l'unit6, que le choix: 

~=1, O=v=~, 7=9, ~=~, 

lorsque S = 2o~o et Ro = ~oeo ~, conduisent ~ partir de l'6quation (9d) ~t 

0o = 0, (22) 

lorsque So ~ 0. 

De ce fait, l '6quation (9e), sous l'hypoth~se que ~/o # 0 [ ( ? -  1)/~ :~ (R/g)F~ se 
r~duit ~t 

Wo = 0. (23) 

Journal of Engineering Math., Vol. 11 (1977)241-247 



246 R. Kh. Zeytounian 

Ainsi, les d6g6n6rescences ext6rieurs conduisent  aux 6quations d 'un  fluide parfai t  in- 

compressible en 6coulement instat ionnaire bidimensionnel  dans le plan xl ,  x2, lorsque 

eo -~ O. 
Si l 'on introduit  la fonct ion de courant  p lan So(t, x~, x2) telle que 

~o = - - - ,  ~7 o - , (24) 
~X 2 OX 1 

on obt iendra respect ivement les 6quations suivantes:  

(i) Cas lindaire: 

s-~t~~176 Az~~176176 (25) 

(ii) : Cas non-lindaire: 

( 2 o ~ - +  0xl 0x2 Oxz ~1 

r ~o  ~o  A~o =~-VB~ A~ ~o + 2~o ~ 0~ 

off 

= 0; 

( Ox~x2 ) J' 

~2 02 

(26) 

Les condit ions:  

t - - 0 :  ~ 0 = 0 ;  

Ixll ~ 0% rx21--' co: ~o = ~ o ' - + 0 ,  
(27) 

entralnent 

A2~o = 0=~ ~o = 0=~ ~7o = ~7o - 0, 
(28) 

A27~ 0 = 0 ~ o  ~ 0. 

Ainsi, les deux ddgdndrescences extdrieures, lides dt la valeur c~ = O, conduisent d la solu- 

tion extdrieure triviale 

tTo = ~7o = Wo = 0o = rTo = C5o = 0, (29) 

lorsque So ~ 0 et ce gt condition que 11o ~ O. 
En raccordant  les repr6sentations asymptot iques  ext6rieure (c~ = 0) et int6rieure ( ,  > 0) 

l 'on t rouve que cette derni~re doi t  se compor te r ,  loin de la paroi  2 3 = 0, c o m m e  suit: 

23 ~ + o o :  ~7 =~7 = 0 =  c5 = ~ 0 .  (30) 

I1 est facile de se convaincre que l 'ordre  des syst+mes limites int6rieures (17) et (20) en 
23 ne permct  pas d ' imposer  de condit ion sur #, lorsque ffa ~ + oo ; en fait, l '6quat ion pour  
la per turba t ion /7  dans les syst~mes (17) et (20) mont re  que, lorsque qo r 0, 
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lira 0 = 0 ~ ~ = 0, pur X3 = "~ GO, 
~ 3 ~  q- ot~ 

ce qui est bien en accord avec (23). 

(31) 

4. Conclusion 

I1 faut bien comprendre que le syst6me limite int6rieur (20) n'est pas celui de la couche 
limite classique de Prandtl; le probl~me (20), (21), (30) avec la contrainte (31) est celui 

qui ddcrit, en mdtOorologie, les circulations locales au-dessus d'un site plat sans relief mais 

ayant des hOtdrogdnditds thermiques; ce sont les ph6nom6nes de brises qui sont carac- 
t6ris6s par les contrastes de temp6rature au sol. 

En particulier, la pr6sence du terme r/ok dans l'6quation pour la perturbation 0 entraine, 
lorsque qo > 0, la formation d'une brise compensatrice (antibrise) au-dessus de la brise 
principale. 

L'une des difficult6 pour r6soudre ce probl~me de brise est li6e justement/ t  la pr6sence 
de ce terme t/ok dans l'6quation pour 0 au niveau du syst6me d'6quations (20); de ce fait 
le syst+me d'6quation (20) est fortement coupl6. Mais c'est seulement en tenant compte 

correctement de ce terme t/0# que l 'on pourra choisir une solution du probl6me de brise 
satisfaisant 5. la contrainte (31) (voir ~ ce sujet [6]). 

Nous esp6rons, dans un prochain article, montrer comment l 'on peut obtenir la solution 
du probl6me (20), (21), (30), sous la contrainte (31). 
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